
   ARCLENGTH: 

    

 

 

                l                    b 

 (dl)2= (dx)2+(dy)2 

               a                               𝑙 = ∫ √(𝑑𝑥)2 + (𝑑𝑦)2𝑏

𝑎
 

   i sabent la dedinició de derivada: “f’(x)= dy/dx” 

   l= ∫ √1 + (𝑓′(𝑥))2𝑑𝑥
𝑏

𝑎
      

En triangle no rectangle   L= ∫ √(𝑥′(𝑡))
2

+ (𝑦′(𝑡))2𝑑𝑡
𝑏

𝑎
 

   x(t)= u(t)   i  y(t)=v(t)    𝐿 = ∫ √‖
𝑑

𝑑𝑡
𝑟(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡))‖ 𝑑𝑡

𝑏

𝑎
= 

 = ∫ √𝑢′(𝑡)2𝑟𝑢⃗⃗⃗⃗ 𝑟𝑢⃗⃗⃗⃗ + 2𝑢′(𝑡)𝑣′(𝑡)𝑟𝑢⃗⃗⃗⃗ 𝑟𝑣⃗⃗⃗ ⃗ + 𝑣′(𝑡)2𝑟𝑣⃗⃗⃗ ⃗𝑟𝑣⃗⃗⃗ ⃗ 𝑑𝑡
𝑏

𝑎
     

   On 𝑟𝑢⃗⃗⃗⃗    i  𝑟𝑣⃗⃗⃗ ⃗   són els respectius vectors unitaris de u(t) i v(t).     

dL2= (du  dv) 
𝐸 𝐹
𝐹 𝐺

    
𝑑𝑢
𝑑𝑣

    on E=𝑟𝑢⃗⃗⃗⃗ 𝑟𝑢⃗⃗⃗⃗   ,  F=𝑟𝑢⃗⃗⃗⃗ 𝑟𝑣⃗⃗⃗ ⃗  ,  G=𝑟𝑣⃗⃗⃗ ⃗𝑟𝑣⃗⃗⃗ ⃗ 

i on 𝑟 = 𝑢⃗⃗ + 𝑣⃗         si  𝑢⃗⃗ fos perpendicular a 𝑣⃗  el terme       

                                   2𝑢′(𝑡)𝑣′(𝑡)𝑟𝑢⃗⃗⃗⃗ 𝑟𝑣⃗⃗⃗ ⃗   no existiria  

 

 

 



 

 

         e               v1=e1/ti                              

                                                   v2=e2/ti  

                               

          

   

                                𝑡0            ti                                           t 

e1= v1.t+ e0       on     e0 + v1.t0 = v2.t0 + e3    i    v1= pendent d’ e1   

e2= v2.t+ e3                                                            v2= pendent d’ e2 

quan  e1(𝑡0, 𝑡𝑖)  i  e2(𝑡0, 𝑡𝑖)  se sumen, obtenim r(𝑡0, 𝑡𝑖): 

 

           r(𝑡0, 𝑡𝑖)          e1(𝑡0, 𝑡𝑖)   

                         e2(𝑡0, 𝑡𝑖)      

i en e1  i  e2  corves, succeeix el mateix: 

                                        𝐿1             f(t)=𝑦1 = 𝑎𝑡2 + 𝑏𝑡 + 𝑐 

             e                           𝐿2      g(t)= 𝑦2 = 𝛼𝑡2 + 𝛽𝑡 + 𝛾 

     

                                                          

                                                         

                                     t0         t1                               t 

 



𝐿1 = ∫ √1 + (𝑓′(𝑡))2𝑡1

𝑡0
𝑑𝑡= ∫ √1 + (2𝑎𝑡 + 𝑏)2𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0
= 

 (a=1,  b=3 , c=2 , 𝑡0=3 ,  𝑡1=4) 

=∫ √1 + 9 + 12𝑡 + 4𝑡2𝑑𝑡
𝑡1

𝑡0
=∫ √10 + 12𝑡 + 4𝑡2𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0
 

Segons el “mètode Alemán”: 

10+12𝑡+4𝑡2

√10+12𝑡+4𝑡2
= 

𝑑

𝑑𝑡
((𝑚𝑡 + 𝑛).  √10 + 12𝑡 + 4𝑡2)+

𝜆

√10+12𝑡+4𝑡2
 → 

→  𝑚. √10 + 12𝑡 + 4𝑡2+(mt+n)(1/2).
(8𝑡+12)

√10+12𝑡+4𝑡2
+

𝜆

√10+12𝑡+4𝑡2
 

→ 𝑚. (10 + 12𝑡 + 4𝑡2)+(mt+n)(4𝑡 + 6) + 𝜆=10 + 12𝑡 + 4𝑡2 

m=1/2  ,  n=3/4  ,   𝜆=-9/2 

→ √10 + 12𝑡 + 4𝑡2= 

=
𝑑

𝑑𝑡
((

1

2
) 𝑡 + (

3

4
).  √10 + 12𝑡 + 4𝑡2)+

(−
9

2
)

√10+12𝑡+4𝑡2
 

[10 + 12𝑡 + 4𝑡2=(2𝑡 + 3)2 + 1] 

Integrem els 2 costats de la igualtat i la part ∫
(−

9

2
)

√(2𝑡+3)2+1

 𝑡1

 𝑡0
dt= 

→= (-9/2).(1/2).ArcSinh(2t+3)|
𝑡1

𝑡0
 

Per tant:  [[(
1

2
) 𝑡 + (

3

4
)].  √10 + 12𝑡 + 4𝑡2] |

4
3

+ 

+(-9/2).(1/2).ArcSinh(2t+3)|
4
3

 

 



  l =   ∫  a  b      ( d x ) 2 +   ( d y ) 2


  =   ∫  a  b   1 +   (   f ′  ( x ) ) 2 d x


    ∫  a  b      (   x ′  ( t ) ) 2 +   (   y ′  ( t ) ) 2 d t


  L =   ∫  a  b    ‖   d  d t   r → ( u  ( t ) , v  ( t ) ) ‖ d t =


  =   ∫  a  b       u ′  ( t ) 2     r  u →     r  u → + 2   u ′  ( t )   v ′  ( t )     r  u →     r  v → +     v ′  ( t ) 2     r  v →     r  v →   d t  
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    t 0 ,   t  i


    t 0 ,   t  i


    L 1


    y 1 = a   t 2 + b t + c


    L 2


    y 2 = 𝛼   t 2 + 𝛽 t + 𝛾


    L 1 =   ∫    t 0    t 1   1 +   ( f ′ ( t ) ) 2 d t


    ∫    t 0    t 1   1 +   ( 2 a t + b ) 2 d t =


    t 0


    t 1


    ∫    t 0    t 1   1 + 9 + 12 t + 4   t 2 d t


    ∫    t 0    t 1   10 + 12 t + 4   t 2 d t


    10 + 12 t + 4   t 2   10 + 12 t + 4   t 2


    d  d t (  ( m t + n ) .    10 + 12 t + 4   t 2


    𝜆   10 + 12 t + 4   t 2


  →


  →


  m .  10 + 12 t + 4   t 2


    ( 8 t + 12 )   10 + 12 t + 4   t 2


    𝜆   10 + 12 t + 4   t 2


  →


  m . ( 10 + 12 t + 4   t 2 )


  4 t + 6 )


  𝜆


  10 + 12 t + 4   t 2


  𝜆


  →


   10 + 12 t + 4   t 2


  =   d  d t (  (  1 2 ) t + (  3 4 ) .    10 + 12 t + 4   t 2


    ( −  9 2 )   10 + 12 t + 4   t 2


  [ 10 + 12 t + 4   t 2


     ( 2 t + 3 ) 2 + 1 ]


    ∫      t 0      t 1    ( −  9 2 )      ( 2 t + 3 ) 2 + 1


  →


       t 1     t 0


   (  1 2 ) t + (  3 4 ) ] .    10 + 12 t + 4   t 2


     4   3


     4   3

